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Abstract 

Nous montrons la densité des cycles répulsifs dans l'ensemble de 
Julia des fonctions méromorphes transcendantes à une variable com- 
plexe, sans utiliser le théorème des cinq îles d'Ahlfors ni la théorie de 
Nevanlinna. 



1 Introduction 

Dans ^ p. 161, Bergweiler posa la question s'il était possible de mon- 
trer la densité des cycles répulsifs dans l'ensemble de Julia des fonc- 
tions méromorphes transcendantes à une variable complexe, sans utiliser le 
théorème des cinq îles d'Ahlfors: Bolsch (voir ^) a montré que la réponse est 
oui, mais il fait appel au théorème des quatre valeurs complètement ramifiées. 

On peut donc se poser la question si cette démonstration est encore possible 
sans invoquer la théorie de Nevanlinna 

Le but de cette note-ci est de montrer que la réponse est encore oui. Tout 
d'abord, on utilisera, comme Bolsch, un théorème de Lehto sur la croissance 
de la dérivée sphérique d'une fonction méromorphe sur un disque épointé, 
ayant une singularité essentielle isolée au centre du disque (voir [7j th.l). 
L'utilisation de ce théorème-là sera tout-à-fait différente: en effet cet énoncé 
sera combiné avec des techniques de renormalisation à la Zalcman (voir jH]) 
et d'autre type, à partir aussi d'un lemme métrique de M.Gromov (voir [H], 
p.256). 

*AMS MSC: 37F25, 37F05 

^Le courriel de l'auteur: clamenghObluemail . ch 



1 



2 



Si la fonction / en considération a au moins deux pôles où un pôle qui n'est 
pas une valeur omise, alors la composition de / à la source avec une famille 
de contractions bien choisies nous permetra de construire une application 
holomorphe limite sur le plan épointé et d'appliquer aux objets ainsi obtenus 
un raisonnement semblable à j2] (voir aussi 0, p. 46) pour les applications 
rationelles de P. Cependant, on ne sera pas concerné avec une famille non 
normale d'applications, mais on envisagera la seule fonction /, au voisinage 
d'une singularité essentielle isolée. 

Par contre, si / n'a que un pôle qui est une valeur omise, alors la composi- 
tion des itérées /°" à la source avec une bonne famille de contractions nous 
permetra de construire une application entière limite et d'invoquer, dans ce 
nouveau contexte, le raisonnement de j2], presque tel quel (voir aussi jH] 
p.46). 

2 Préliminaires 

Rappelons ici quelques définitions classiques: une fonction méromorphe / 
sur C est dite transcendante si elle n'est pas une fraction rationnelle; (voir 
par exemple 0): l'ensemble de Fatou de / est défini comme l'ensemble 
des points au voisinage desquels les itérées de / sont bien définies et forment 
une famille normale de fonctions holomorphes; V ensemble de Julia Jf est le 
complémentaire de Tf. 

La condition que les itérées {/°"} soyent bien définies est généralement 
nécessaire: considérons par exemple une fonction avec au moins deux pôles, 
ou bien un pôle n'étant pas une valeur omise; l'orbite en arrière du point a 
l'infini est non vide, ce qui entraîne, grâce au théorème de Picard, qu'elle est 
un ensemble infini. Ainsi, l'ensemble des singularités essentielles de chaque 
/°" sera également infini. Notons que cela comporte, grâce au théorème de 
Montel, la normalité des itérées sur les ouverts oii elles sont définies. 

Au contraire, si / a un seul pôle étant une valeur omise, alors les itérées 
sont toujours bien définies, mais la normalité n'est pas garantie: dans ce cas, 
la définition d'ensemble de Fatou et de Julia est semblable a celle du cas des 
fractions rationnelles (voir par exemple [5J, p. 153-155). 

Rappelons maintenant la notion de distance sphérique et la notion sous- 
jacente de dérivée sphérique d'une fonction méromorphe. La distance 
sphérique a{z, z') de deux points de la sphère de Riemann est définie comme 
la distance euclidéenne de leurs projections stéréographiques. 
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On voit aisément que a{z, z') = 2\z — z'\/ J {1 + + l-z'P) si z^ z' G C, 



Cette limite existe et on a = {l/g)\ d'oii l'utilité de cette notion dans le 
domaine des fonctions méromorphes; par exemple on sait, grâce au théorème 
de Marty, que la normalité d'une famille de fonction méromorphes est équiv- 
alente au fait que la famille de leurs dérivées sphériques soit bornée. 

Rappelons aussi les énoncés du théorème 1 de [7j et du lemme de Hurwitz 
(voir par exemple [3], P-8): 

Théorème 1 Soit v eC, W un voisinage de v in C; soit g une application 
holomorphe (à valeurs en sur W \ {v}, ayant une singularité essentielle 
à V et g'^ la dérivée sphérique de g. Alors limsup^^^ |2; — f | ■ g^{z) > 1/2. 

Lemme 2 Soit Q une région deC et {hn} une suite d'applications holomor- 
phes définies sur Q et à valeurs en F: si /i„ converge uniformément sur tout 
compact de fl vers une application holomorphe non constante h : Q —>■ F et 
celle-ci prend la valeur a G P, alors hn prend aussi bien la valeur a pour tout 
n assez grand. 

Rappelons enfin qu'un cycle d'une fonction / est un point fixe de l'une de 
ses itérées /°", que son multiplicateur est la dérivée de /°" a ce point et que 
le cycle est répulsif si son multiplicateur est de module plus grand que 1. 

Le lemme suivant est connu comme le lemme de 1 ' espace métrique (voir 
0, p.256). 

Lemme 3 Soit (X, d) un espace métrique complet et M : X —> [0, +oo) une 
fonction localement bornée. Soit a > 0: alors pour tout u G M^-'^(0, +cx)) 
il existe w e X tel que: (i) d{u,w) < [aM{u)]'^; (ii) M{w) > M{u) et 
(iii) d{x,w) < [aM{w)Y^ ^ M{x) < 2M{w). 




Étant donnée une fonction méromorphe au voisinage de z G C, on définit 

sa dérivée sphérique en z comme 




Démonstration Supposons par l'absurde que le lemme soit faux: alors il existe 
n G X tel que , pour tout w E X, l'un au moins des énoncés (i), (ii) 
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et (iii) est faux. En particulier, vq := u doit violer la condition (iii). 
Donc on peut trouver vi E X tel que M(t>i) > 2M(t>o) mais d{vi,VQ) < 
l/aM{vo). Cela entraîne que (i) et (ii) sont vrais pour w = Vi et, par 
conséquent, (iii) doit être faux pour w = Vi. Donc on peut trouver t>2 G X 
tel que M(t>2) > 2M(t>i) mais d{v2,Vi) > [crM{vi)]~^, et donc d{v2,Vo) > 
^[aM{vQ)]^^ . Ceci entraîne que (i) et (ii) sont vrais pour w = V2 et, par 
conséquent, (iii) doit être faux même pour w = V2. 

En continuant ce procédé, on peut construire, par induction, une suite 
{vn} telle que vq = u, M{vn) > 2M{vn-i) > T^M{vo) et d{vn,Vn-i) < 
2^^" [aM{vQ))Y^ . Cette suite-là est de Cauchy: en soit A la valeur limite. 
On voit que M n'est pas bornée au voisinage de A: c'est une contradiction. 
■ 

Le lemme suivant renormalise (moyennant composition à la source avec des 
contractions bien choisies) une famille d'applications liolomorphes (à valeurs 
dans la sphère de Riemann). La preuve ci-décrite peut se trouver en [Ij; voir 
aussi 0. 

Lemme 4 (Zalcman) Si une famille T := {/a} d'applications holomorphes 
sur ro, à valeurs en P, n'est pas normale sur aucun voisinage de u G D, alors 
il existe des suites f„ — > r„ J, 0, {/„} d T et une application holomorphe 
non constante h sur C, à valeurs en P, telles que fnivn + Vnz) est bien 
défini -pour n assez grand- sur tout compact de C et on y a, uniformément, 

fn{Vn + TnZ) ~^ h. 

Démonstration Grâce à la non normalité à v, on peut trouver des suites ^ v 
en D et {/„} C telles que > tt?- On peut supposer, sans nuire à la 

généralité, que {^„} soit contenu dans un sous-ensemble fermé X de 

Pour tout n, appliquons le lemme El à X avec la métrique euclidéenne, 
M = fl, u = Gt a = 1/n. Appelons (o), (00) et (o o o) les conséquences 
des énoncés (i) , respectivement (ii) (iii) du lemme: on obtient f„ G X tel 
que: (o) d{^n,Vn) < (00) /«(î;„) > et (000) < îi[/lK)]"^ 

Posons maintenant r„ := [/^(fn)] ^ et hn{w) := fn{vn + ^nw). Chaque 
hn est bien défini sur D(0,n) car, grâce à (o) et (00) ci-dessus, f„ — >• v 
nVn < 1/rP. La famille {hn} est normale, car, grâce à (o o o) < 2 

sur D(0,n): grâce au théorème d'Ascoli, on peut extraire de {hn} une sous- 
suite uniformément convergente, sur tout compact de C, vers une fonction 
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méromorphe limite h telle que /i»(0) = \imn^ochj{0) = 1; cela prouve que h 
n'est pas constante. ■ 

Le lemme suivant 'renormalise' une application holomorphe (à valeurs dans 
la sphère de Riemann) au voisinage d'une singularité essentielle isolée. 

Lemme 5 Soient v Çï <C, W un voisinage fermé de v, g une application 
holomorphe, à valeurs en F, sur W \ {v}, ayant une singularité essentielle 
à V. Alors l'alternative suivante a lieu: soit il existe des suites f„ — > v, 
{r„} C M"*", avec r„ — *• 0, telles que g{vn + Vnz) est bien défini sur tout 
compact de C et g{vn + rnz) y converge vers une application holomorphe non 
constante h : C F; soit il existe ( E C et des suites Vn —>■ v, C M^, 
avec r„ — 0, telles que givn + Tnz) est bien défini sur tout compact de C\{C} 
et g{vn + Tnz) y converge vers une application holomorphe non constante 
h:C\{C}^¥. 

Démonstration: soit a„ une suite de nombres réels positifs, avec a„ — > 0. 
Grâce au théorème [T[ on peut trouver une suite en W telle que |^n — "î^I = 
an et et g'^{^n) > [«n]""^ pour n assez grand. Posons := W \ D(f,a„/4); 
pour tout n, G N, appliquons le lemme El à X„ avec la métrique euclidéenne, 
M = (yf", M = ^„ et 0" = 8. Appelons (^), (<^^) et (<^^^) les conséquences 
des énoncés (i), respectivement (ii) (iii) du lemme: cela fournit f„ G X„ 
tel que: {<}) l^n - Vn\ < an/8 , (00) g^ivn) > et 
{\x - vn\ < l/iSg^Vn))} gK^) < 2^?»K). 

Posons maintenant r„ := [16(7^(f„)]~^ et hn{z) := g{vn + Tnz). Grâce à {(}) 
et (0<>) ci-dessus, on a |f„ - f | < \vn - + - v\ < |«n et \Vn - f I > 
l^n -v\- \^n - Vn\ > Aiusi, \vn + rnZ - v\ < (9/8 + |z|/16)a„ < 2a„ et 
Ivn + ^nZ — f I > (7/8 — |;z|/16)a„ > ce qui entraîne que f„ + r„z G X„ et 
que hn est bien défini sur © pour n assez grand. La famille {/i„} est normale 
sur D, car, grâce à (<)<)<^) /ï-I < 1/8 sur D. Grâce au théorème d'Ascoli, 
on peut en extraire une sous-suite uniformément convergente {hn,^}, sur tout 
compact de D. Or, à une nouvelle extraction près, l'alternative suivante a 
lieu: soit {v — Vn,.) / oo soit {y — Vn^) /fn^ converge à un certain nombre 
complexe, que nous appellerons C- 

Notons que cela entraîne que, hn^ est bien défini sur tout compact de C, 
resp. C\ 

Une ultérieure alternative a lieu: soit la famille {hn^.} est normale sur C 
(resp. C \ {C}), soit il existe (resp. Ç E 'C \ {C}) tel que {hn^.} n'est 

pas normale au voisinage de Ç. Dans le premier cas, la démonstration est 
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terminée moyennant extraction d'une valeur limite h: cette function jouit de 
la propriété que h^{0) = \imk^oohnj{0) = 1/16; cela prouve que h n'est pas 
constante. 

Dans le deuxième cas, le lemme El fournit des suites {wk} G C et {sk} G 
avec Wk — > C' 6t Sfc i telles que hn^{wk + Skz) converge (à extraction 
près) uniformément sur tout compact de C (resp. C \ {C}) vers une fonction 
holomorphe non constante /i : C ^ P (resp. h : C \ {(} —>■ P). Cela 
conclut la démonstration, car on a: hn^{wk + Skz) = g{vn^ +rn^Wk + rn,.Skz), 

Vrik + rn^Wk ^ V et Tn^Sk ^ 0; ■ 

3 Le résultat principal 

Soient maintenant: / une fonction méromorphe non constante sur C, ayant 
au moins deux pôles, ou bien un pôle qui n'est pas une valeur omise; jFy et J7/ 
les ensembles de Fatou e Julia respectivement; C~j l'ensemble post-critique 
de / et son ensemble exceptionel (voir encore |5j, p. 156). Rappelons que 
est défini comme l'orbite de l'ensemble critique de /: c'est un ensem- 
ble dénombrable. En outre, £f est l'ensemble des points C ^ C tels q ue 
U^i f~"'{0 6st un ensemble fini. Grâce aux théorèmes de Montel et de 
Picard, cet ensemble-ci peut contenir au plus deux points. 

Par ailleurs, on n'a pas forcément Sf C pour les fonctions transcen- 
dantes. 

Théorème 6 Les cycles répulsifs de f sont denses dans Jf. 



Démonstration: rappelons que Jj = 0~(oo) = [J /~"(oo). C'est un ensem- 

n=0 

ble parfait (voir 5j p. 154 et p. 161). Comme C'j'USf est dénombrable, il suffit 
d'approcher tout point p e Jf\{Cf U Sf) n f'^{oo) A G N. 

Lemme 7 U^=o/ '(^) P^''^'^ P^^ s'accumuler sur p. 

Démonstration: supposons par l'absurde qu'il existe une suite {p^} C 
f''\oo) telle que p^ — > p; on peut en extraire une sous-suite qu —>■ P 
telle que {q^} C /~"(oo), pour un 1 < < A. Alors: A) si 1 < n < A — 1, 
/°" est holomorphe à p, f°^{p) G C mais f{qu) = oo pour tout z/ G N: c'est 
une contradiction; B) si n = X, /°" a un pôle à p, /°"(p) = f{qu) = oo pour 
tout z/ G N: ceci entraîne /°" = oo, une contradiction. ■ (lemmeQ 
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Fin de le démonstration du théorème El Donc, grâce au lemmeEJ /°'^'''^ a une 
singularité essentielle isolée à p. 

On peut alors appliquer le lemme El avec g := f°^^^, v = p et trouver un 
point C e C et des suites — > p, | tels que f°^^^{pn + "f^nz) converge 
uniformément sur tout compact (pour n —>■ oo) de C\{C} vers une application 
holomorphe non constante h : C \ {(} P: Donc h est soit une application 
entière h : C ^ F, soit elle a une singularité essentielle à (. 

Grâce au théorème de Picard, h{C \ {(}) rencontre J'f. 

Soit donc U G C \ {(} un ouvert tel que h{U) fl J7/ 7^ 0: alors, on a, grâce 
au théorème de Montel, Uq>if°'^{h{U)) D J'f \ Sf] ainsi, il existe zq & U et 
T] E N tels que p = o h{zQ); on peut supposer, sans nuire à la généralité, 
h{U) C C et /i' ^ sur U. 

Or, o f°^{pn + Tnz) — {pn + couverge, après éventuelle extraction, 
vers oh — p, donc, le lemme de Hurwitz (lemme |21) nous passe une suite 
de points zq telle que o + r„2;„) = (p„ + r„z„): ainsi les 

points g„ '■= Pn + fnZn forment une suite g„ — de points périodiques de /. 
Ces points sont répulsifs (pour n assez grand), puisque on a, d'un coté. 

Tu ■ {r^^)\pn + TnZn) ^ [{D' {Kz,))] ■ h\z,) , 

et de l'autre coté, r„ — > 0, h\zQ) 7^ et h{z{)) n'est pas un point critique de 
f^: en effet, o hi^Zo) = p ^ Cj . Cela conclut la démonstration. ■ 

Il reste à montrer le cas d'une fonction / méromorphe ayant un pôle à 
un point qui est une valeur omise par /: pour ce faire, nous adaptons la 
méthode de renormahsations des itérées dépeinte en 0. Supposons, sans 
perte de généralité, que la singularité soit placée à 0. Alors les itérées {/°"} 
sont bien définies partout en C \ {0} et p E Jf si et seulement si {/°"} n'est 
pas une famille normale au voisinage de p. On a encore: 

Théorème 8 Les cycles répulsifs de f sont denses dans J'f. 

Démonstration: appliquons le lemmejUà la famille {/°"}, avec v = p: cela 
fournit des suites {pn} —>■ p et {r„} | telles que {/°"(pn + ^nz)} converge 
uniformément sur tout compact de C vers une application holomorphe non 
constante h : C F. Comme U Sf est dénombrable, on peut supposer, 
sans nuire à la généralité, p E Jf\ (Cj U £f). 

Soit maintenant t/ C C un ouvert tel que h{U) (1 Jf 7^ 0; puisque 
Ug>i f°'^{h{U)) D Jf\ Sf, il existe zo e U et rj e N tels que p = H o hizo); 
on peut supposer, sans nuire à la généralité, h{U) C C et /i' 7^ sur U. 
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Or, f""^ o /"""{pn + rnz) — {pn + ^nz) conveige, après éventuelle extraction, 
vers o h — p, donc, le lemme de Hurwitz nous passe une suite de points 
{zn} Zo telle que /°'' o /°"(p„ + r„2;„) = (p„ + r„z„): ainsi les points 
Qn '■= Pn + ^nZn forment une suite g„ ^ f de points périodiques de /. Ces 
points sont répulsifs comme au théorème IHl ■ 
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article. 
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